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MỞ ĐẦU 

Ánh xạ chỉnh hình vào các không gian phức từ lâu đã trở thành những 

hướng nghiên cứu quan trọng của giải tích phức. Hướng nghiên cứu này đã thu 

hút sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học trên thế giới. Một số tác giả 

nổi tiếng như Đỗ Đức Thái, Nguyễn Thanh Vân, J. Sicial, Shiffman, T.Terada,... 

đã chứng minh được một số kết quả đẹp đẽ và sâu sắc về ánh xạ chỉnh hình vào 

các không gian phức. Những công trình đó đã thúc đẩy hướng nghiên cứu này 

phát triển mạnh mẽ. Ngày nay, nhiều nhà toán học trên thế giới vẫn quan tâm 

đến vấn đề trên bằng những cách tiếp cận khác nhau nhằm giải quyết được những 

bài toán cụ thể đặt ra trong lĩnh vực đó. 

Như chúng ta đã biết định lý cổ điển của Hartogs khẳng định rằng nếu một 

hàm giá trị phức 𝑓(𝑧1, … , 𝑧𝑛) được xác định bởi 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛) ∈ 𝑈 ⊂ ℂ𝑛, (𝑛 ≥

2) là hàm chỉnh hình tách, tức là chỉnh hình theo từng biến khi các biến khác 

nhau là cố định thì 𝑓 là chỉnh hình thực sự. Đây là một trong số những kết quả 

quan trọng của giải tích phức nhiều biến. 

Năm 1978, Forelli đã chứng minh được kết quả đáng chú ý sau đây: 

Nếu f là một hàm được xác định trong hình cầu đơn vị 𝔹𝑛 ⊂ ℂ𝑛, chỉnh 

hình trên giao của 𝔹𝑛 với mỗi đường thẳng phức l đi qua điểm gốc và nếu f khả 

vi lớp  𝐶∞trong lân cận của điểm gốc thì f chỉnh hình trong  𝔹𝑛. 

Năm 2004 các tác giả Đỗ Đức Thái, Nguyễn Tài Thu, Phạm Ngọc Mai 

[14] đã nghiên cứu và đưa ra một số kết quả mở rộng của định lý Forelli đối với 

ánh xạ chỉnh hình vào các không gian phức. 

Mục đích của luận văn này là nghiên cứu trình bày lại một cách chi tiết, rõ 

ràng các kết quả nghiên cứu của Đỗ Đức Thái, Nguyễn Tài Thu, Phạm Ngọc Mai 

về định lý Forelli đối với ánh xạ chỉnh hình vào các không gian phức. 

Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, nội dung của luận văn 

được trình bày trong 2 chương. 
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Trong chương 1 chúng tôi trình bày các kiến thức chuẩn bị để phục vụ cho 

việc trình bày nội dung chính của luận văn ở chương 2 bao gồm một số kiến thức 

cơ bản của giải tích phức như: ánh xạ chỉnh hình, không gian phức, không  gian 

phức lồi chỉnh hình, không gian phức kiểu Hartogs, không gian K�̈�hler phức, 

không gian Stein. 

 Chương 2 là nội dung chính của luận văn. Trong chương này chúng tôi 

trình bày các định lý là mở rộng của định lý Forelli bao gồm.  

 Không gian phức có tính chất Forelli. 

 Định lý Forelli đối với không gian phức kiểu Hartogs. 

 Định lý Forelli đối với đa tạp K�̈�hler phức compact lồi chỉnh hình. 

 Định lý Forelli đối với đa tạp phức lồi chỉnh hình. 
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Chương 1 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1 Hàm đa điều hòa dưới và tập đa cực 

1.1.1 Hàm đa điều hòa dưới 

Định nghĩa 1.1.1 [5] 

 Giả sử D là một tập con mở trong ℝ𝑛. Hàm 𝑢: 𝐷 → [−∞, ∞), 𝑢 ≠ −∞ 

trên mọi thành phần liên thông của D được gọi là điều hòa dưới trong D nếu u 

thỏa mãn hai điều kiện sau: 

i. Hàm u là nửa liên tục trên trong D, tức là tập {𝑧 ∈ 𝐷: 𝑢(𝑧) < 𝑠} là mở với 

mỗi số thực s. 

ii. Với mỗi tập con mở compact tương đối G của D, với mỗi hàm ℎ: 𝐺 → ℝ 

điều hòa trong G và liên tục trên 𝐺:̅ nếu 𝑢 ≤ ℎ trên 𝜕𝐺 thì 𝑢 ≤ ℎ trên G. 

Định nghĩa 1.1.2 [5] 

 Giả sử Ω là một tập con mở trong ℂ𝑛. Hàm 𝜑: Ω → [−∞, ∞) được gọi là 

đa điều hòa dưới trong Ω nếu: 

i. 𝜑 là nửa liên tục trên trong Ω và 𝜑 ≠ −∞ trên mọi thành phần liên thông 

của Ω. 

ii. Với mỗi điểm 𝑧0 ∈ Ω và mỗi đường thẳng phức 𝑙(𝜉) = 𝑧0 + 𝑤. 𝜉 đi qua 

𝑧0(ở đó Ω ∈ ℂ𝑛, 𝜉 ∈ ℂ), hạn chế 𝜑 lên đường thẳng này, tức là hàm 𝜑 ∘ 𝑙(𝜉) hoặc 

là điều hòa dưới ≡ −∞ trên mọi thành phần liên thông của tập mở 

{𝜉 ∈ ℂ: 𝑙(𝜉) ∈ Ω}. 

 Ta có tiêu chuẩn đa điều hòa dưới như sau: 

 Hàm 𝜑: Ω → [−∞, ∞) nửa liên tục trên trong miền Ω⊂ ℂ𝑛 là đa điều hòa 

dưới trong Ω khi và chỉ khi :  

với mỗi 𝑧0 ∈ Ω và mỗi 𝑤 ∈ ℂ𝑛, tồn tại 𝑟0 = 𝑟0(𝑧0, 𝑤) sao cho 

𝜑(𝑧0) ≤
1

2𝜋
∫ 𝜑(𝑧0 + 𝑤𝑟𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0
, với mọi 𝑟 < 𝑟0. 
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Định nghĩa 1.1.3  

 Giả sử X  là không gian phức. Một hàm đa điều hòa dưới trên X  là hàm 

𝜑: 𝑋 → [−∞, ∞) thỏa mãn : Với mỗi 𝑥 ∈ 𝑋 tồn tại lân cận 𝑈 của 𝑥 và một ánh 

xạ song chỉnh hình ℎ: 𝑈 → 𝑉, với 𝑉 là một không gian con phức đóng của một 

miền 𝐺 nào trong ℂ𝑛, tồn tại một hàm đa điều hòa dưới �̃�: 𝐺 → [−∞, ∞) sao cho 

𝜑|𝑈 = �̃� ∘ ℎ. 

 Để ý rằng định nghĩa trên không phụ thuộc vào việc chọn bản đồ 

địa phương. 

 Formaess và Narasimha đã chứng minh rằng: Hàm nửa liên tục trên 

𝜑: 𝑋 → [−∞, ∞) là đa điều hòa dưới khi và chỉ khi 𝜑 ∘ 𝑓 là điều hòa dưới hoặc 

𝜑 ∘ 𝑓 ≡ −∞ với mọi ánh xạ chỉnh hình 𝑓: ∆→ 𝑋, trong đó ∆ là đĩa đơn vị mở 

trong ℂ. 

 Ký hiệu PSH(X) là tập tất cả các hàm đa điều hòa dưới trên không gian 

phức X. 

1.2.2. Tập đa cực 

Định nghĩa 1.2.2 

 Giả sử X  là một không gian phức. Một tập 𝐸 ⊂ 𝑋 được gọi là đa cực (đa 

cực đầy) nếu với mỗi điểm 𝑎 ∈ 𝐸 tồn tại một lân cận 𝑉 của 𝑎 và một hàm đa điều 

hòa dưới 𝜑: 𝑉 → [−∞, ∞) sao cho 𝐸 ∩ 𝑉 ⊂ {𝑧 ∈ 𝑉: 𝜑(𝑧) = −∞} (𝐸 ∩ 𝑉 =

{𝑧 ∈ 𝑉: 𝜑(𝑧) = −∞}). 

Định lý 1.2.2 (Định lý Josefson)[5] 

 Nếu 𝐸 ⊂ ℂ𝑛 là tập đa cực thì tồn tại một hàm 𝑢 ∈ 𝑃𝑆𝐻(ℂ𝑛) sao cho 𝐸 ⊂

{𝑧 ∈ ℂ𝑛: 𝑢(𝑧) = −∞}. 

 Định lý này được mở rộng một cách tự nhiên lên các không gian Stein. 

Định lý 1.2.3 [5] 

 Hợp đếm được của các tập đa cực là tập đa cực. 
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1.2 Ánh xạ chỉnh hình 

Định nghĩa 1.2.1 

 Giả sử X là một tập mở trong ℂn và  𝑓: 𝑋 → ℂ là một hàm số. 

 Hàm f được gọi là khả vi phức tại 𝑥0 ∈ 𝑋 nếu tồn tại ánh xạ tuyến tính 

λ: ℂn → ℂ sao cho 

lim
|h|→0

|f(x0 + h) − f(x0) − λ(h)|

|h|
= 0, 

trong đó ℎ = (ℎ1, … , ℎ𝑛) ∈ ℂ𝑛 và |ℎ| = (∑ |ℎ𝑖|2)𝑛
𝑖=1

1

2). 

 Hàm f được gọi là chỉnh hình tại 𝑥0 ∈ 𝑋 nếu 𝑓  khả vi phức trong một lân 

cận nào đó của 𝑥0 . 

 Hàm  f  được gọi là chỉnh hình trên X nếu f  chỉnh hình tại mọi điểm thuộc 

X. 

Định nghĩa 1.2.2  

 Cho X là một tập mở trong ℂ𝑛 

 i.  Một ánh xạ 𝑓: 𝑋 → ℂ𝑚 có thể viết dưới dạng 𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑚), trong đó 

𝑓𝑖 = 𝜋𝑖 ∘ 𝑓: 𝑋 → ℂ, 𝑖 = 1, … , 𝑚 là các hàm tọa độ. Khi đó 𝑓 được gọi là chỉnh 

hình trên 𝑋 nếu hàm  𝑓𝑖 chỉnh hình trên 𝑋 với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑚. 

 ii. Ánh xạ 𝑓: 𝑋 → 𝑓(𝑋) ⊂ ℂ𝑛 được gọi là song chỉnh hình nếu f là song 

ánh, chỉnh hình và 𝑓−1 cũng là ánh xạ chỉnh hình. 

1.3 Không gian phức 

Định nghĩa 1.3.1 

 Giả sử 𝑍 là đa tạp phức. Một không gian phức đóng 𝑋 là một tập con đóng 

của 𝑍 mà về mặt địa phương được xác định bởi hữu hạn các phương trình giải 

tích. Tức là, với 𝑥0 ∈ 𝑋 tồn tại một lân cận mở 𝑉 của x trong 𝑍 và hữu hạn các 

hàm chỉnh hình 𝜑1, … , 𝜑𝑚 trên 𝑉 sao cho 

  𝑋 ∩ 𝑉 = {𝑥 ∈ 𝑉|𝜑𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑚}. 
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Định nghĩa 1.3.2  

 Giả sử X là một không gian phức trong đa tạp phức Z. 

 - Một điểm 𝑎 ∈ 𝑋 được gọi là điểm chính quy của X nếu a có một lân cận 

U trong Z sao cho 𝑈 ∩ 𝑋 là đa tạp phức. Tập các điểm chính quy của X được kí 

hiệu là Xreg. 

 - Một điểm 𝑎 ∈ 𝑋 được gọi là điểm kỳ dị của X nếu nó không là điểm 

chính quy. Tập các điểm kỳ dị của X được kí  hiệu là 𝑋𝑠𝑖𝑛. 

Định lý 1.3.1 

 Trong không gian phức X, tập các điểm chính quy 𝑋𝑟𝑒𝑔 là một đa tạp phức 

mở và tập các điểm kì dị 𝑋𝑠𝑖𝑛 là một không gian phức với 𝐼𝑛𝑡𝑋𝑠𝑖𝑛 = ∅. 

Định nghĩa 1.3.3 

 Giả sử X là một không gian con trong đa tạp phức 𝑍. 

 Hàm 𝑓: 𝑋 → ℂ được gọi là chỉnh hình trên 𝑋 nếu với mỗi điểm 𝑥 ∈ 𝑋 tồn 

tại một lân cận 𝑈(𝑥) ⊂ 𝑍 và một hàm chỉnh hình 𝑓 trên 𝑈 sao cho 𝑓|𝑈∩𝑋 =

𝑓|𝑈∩𝑋. 

Định nghĩa 1.3.4  

 Giả sử 𝑓: 𝑋 → 𝑌 là ánh xạ giữa hai không gian phức 𝑋 và 𝑌. 𝑓 được gọi là 

chỉnh hình nếu với mỗi hàm chỉnh hình 𝑔 trên một tập con mở 𝑉 của 𝑌, hàm hợp 

𝑔 ∘ 𝑓  là hàm chỉnh hình trên 𝑓−1(𝑉). 

 Kí hiệu Hol(X,Y) là tập các ánh xạ chỉnh hình từ 𝑋 vào 𝑌 được trang bị tô 

pô compact mở. 

 Giả sử {𝑓𝑛: 𝑋 → 𝑌} là dãy các ánh xạ chỉnh hình giữa các không gian phức 

𝑋, 𝑌. Nếu {𝑓𝑛} hội tụ đều tới 𝑓 trong Hol(X,Y) thì 𝑓 là ánh xạ chỉnh hình. 

Định lý 1.3.2 (Định lý Hironaka về giải kỳ dị) 

Giả sử X là không gian phức. Khi đó, với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 tồn tại lân cận mở 

U chứa x, tồn tại đa tạp giải tích M và ánh xạ chỉnh hình 𝜋: 𝑀 → 𝑈 lên U sao 

cho: 

i. 𝜋 là ánh xạ riêng. 


